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Применение теории волновых процессов в 
системе взаимодействия «колесо-рельс» осно-
вано на предположении, что одним из показа-

телей воздействия колеса на рельс является запись 
вагона-путеизмерителя о состоянии рельсовой колеи, 
которую условно считаем случайным процессом в про-
странстве [1].  

Теоретически железнодорожный путь есть кон-
струкция последовательно соединенных упругих эле-
ментов (пружин), которые сопротивляются упругим 
деформациям под воздействием подвижного состава 
[2]. Это весьма упрощенное представление было во 
второй половине XX века развито А.А. Шестаковым, 
и позже его учениками Ю.М. Черкашиным и О.В. 
Дружининой  [3–7], которые предложили оценивать 
устойчивость железнодорожного пути как решение 

задачи детерминистической теории устойчивости 
замкнутых множеств относительно обыкновенной 
дифференциальной системы. Стохастическая диф-
ференциальная система в общем виде представля-
лась как [7]:

 dx(t)=b(x(t))dt+σ(x(t))dW(t),  (1)

где, b(x)=(b1(x),…,bn(x)); σ(x)=||σij(x)||, ij=1,2,…,n.

Постановка задачи
Предположим, что рельсошпальная решетка явля-

ется сплошной средой, лежащей на упругом основа-
нии, к которой прикреплена рельсовая нить как бес-
конечная струна, находящаяся под воздействием дина-
мических и вибрационных нагрузок от подвижного 
состава (упрощенно представлено на рис. 1). Система 
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«колесо-рельс» обладает инерционными, диссипа-
тивными и жесткими свойствами. Тогда (1) есть част-
ный случай системы дифференциальных уравнений в 
форме Коши, которая представлена как:
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где xj и x� – относительные перемещения и скорости; βj 
и cj – коэффициенты, описывающие свойства системы 
«колесо-рельс», а Wk – ограниченный гауссов белый 
шум, как производная от случайного возмущения [8]. 
Система взаимодействия «колесо-рельс» есть ди-
намическая система со случайными возмущениями, 
которую можно представить в виде стохастической 
дифференциальной системы и, в частном случае, ее 
можно представить в виде линейной системы диф-
ференциальных уравнений в форме Коши, которыми 
описывают пространственные колебания вагона, дви-
жущегося по железнодорожному пути со случайными 
неровностями [9].

Решение задачи
Задача решается локализацией колебаний [10], 

вызванных «отслоением» струны от упругого осно-
вания. Частный случай решения задачи – оценка 
дефектности скреплений, определение дефектности 
промежуточного скрепления, не обеспечивающего 
крепление рельса к упругому основанию [11]. 

Характер затухания волны определяется мини-
мальной частотой этих бегущих волн [12]. При про-
хождении состава по железнодорожному пути жест-
кость верхнего строения, как полубесконечной струны 
характеризуется кубической нелинейностью, а в каче-

стве нагрузки Р(f, t) принимается сосредоточенная 
сила вида

 Р0δ(f–f0)δ(t), (3)

где δ – дельта-функция Дирака; f – пространственная 
координата; t – время.

Уравнение, описывающее волновые процессы в 
струне, есть уравнение Клейна-Гордона [13] с куби-
ческой нелинейностью и дельтаобразной правой час-
тью, а именно:

 Tyff–рytt–ky–Vy3=Р0δ(f–f0)δ(t–0), (4)

где T – натяжение струны; р – ее линейная плот-
ность; Vy3 – нелинейный вклад, вносимый упругим 
основанием.

Граничные условия:
y(f,0)=yt(f,0)=0,
y(∞,t)=yt(∞,t)=0.
На упругой натянутой струне сосредоточена масса 

M, тогда применим второй закон Ньютона для сосре-
доточенного включения M:

 Tyf | f=0=M(ytt)f=0. (5)

Частота колебаний локализованной волны зависит 
[14] от амплитуды волны, а бегущие волны кратной 
частоты отводят энергию от локализованной волны и 
приводят к ее затуханию.

Определение дефектов железнодорожного 
пути по положению минимальной частоты бегу-
щих волн относительно частоты отсечки. Задача 
решается на основе приближенной теории попереч-
ного удара о балку Сен-Венана, заключающейся в 
предположении о неупругом и немгновенном харак-
тере удара. Частично подобная задача решалась ранее 
[15], но в настоящей работе развита следующим 
образом.

Рис. 1. Полубесконечная струна – рельсовая нить 

на упругом основании жесткостью K сосредоточенной массой М
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Для нахождения явного вида функции P=P(t) пред-
лагается применить теорию удара С.П. Тимошенко 
для случая динамического контакта колеса и рельса 
на упругом основании.

Граничные условия устанавливаются из условия, 
что длина рельса такова, что колебания от первого 
контакта колеса с рельсом не дошли до конца плети 
до второго контакта, а именно: 

 y(x)|x=0=y(x)|x=l=0.

Скорость распространения упругих волн в стали 
имеет порядок 5·103 м/с. Найдя нулевые значения  
P(τ)=0 общей зависимости P=P(t), можно опреде-
лить время контакта и оценить расстояние, на которое 
распространится упругое возмущение. 

Динамический контакт двух тел происходит при 
выполнении условия, что общая нормаль в точке 
прикосновения недеформированных поверхностей 
колеса и рельса проходит через центр инерции тела 
вертикально. Уравнение поверхности колеса в точ-
ках начального касания с рельсом и их окрестностях 
свободно от аналитических особенностей, а кривизна 
колесной пары в тех же точках не должна быть равна 
нулю.

Дифференциальное уравнение колебаний стержня 
имеет вид

 
4 2

4 2

( , )y y q x t

x EI t EI

∂ ρ ∂
= − ⋅ +

∂ ∂
 , (6)

где ρ – погонная масса рельса.
Предполагается, что начало координат находится 

на левом торце рельса длиной l, а координатная ось Ox 
направлена вправо. При этом выполняются началь-
ные условия:
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Предположим, что рельс по краям закреплен шар-
нирно, тогда:
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После интегрального преобразования Лапласа из 
уравнения (6) получим

 ( )*4 *
2 *

4

, q x pd y
p y

dx EI EI

ρ
= − +  . (9)

Здесь функция y*(x,p) является представле-
нием функции y(x,t) в пространстве изображений, 
а q*(x,p) – изображением q(x,t). Функция y*(x,p) 
удовлетворяет тем же краевым условиям, что и ее 
оригинал y(x,t).

Если обозначить силу взаимодействия между коле-
сом и рельсом как P*(p), задача определения y*(x,p) 
подобна задаче определения прогибов рельса, нахо-
дящегося под действием силы P*(p) при соответствен-
ных краевых условиях. В прогибы y*(x,p) не входит 
местная деформация сжатия в области контакта 
колеса и рельса.

Прогибы рельса y*, свободно опертого по концам, 
возникшие под действием силы P*, можно предста-
вить в форме

 ( )
* 3

*
4 2 4
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π π
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где a – координата точки приложения силы P*(p).
Прогиб рельсовой плети, приведенный к силе вза-

имодействия между колесом и рельсом записывается 
в виде
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где u(x,p) – изображение прогиба от единичной силы, 
точка приложения которой имеет координату a.

Дифференциальное уравнение движения центра 
инерции колесной пары с учетом действующего на 
нее приведенного веса имеет вид
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Начальные условия динамического взаимодействия 
могут быть записаны в следующем виде:

 00
0

0;  t
t

ds
s v

dt=
=

= =  . (13)

Используя интегральное преобразование и началь-
ные условия, можно записать определяющее уравне-
ние в виде

 P*(p)=–m1p
2s*(p)+m1pv0+m1g . (14)

Здесь s*(p) – изображение перемещения s(t).
Вертикальное перемещение колесной пары s можно 

представить в виде

 s(t)=∝(t)+y(x,t) . (15)

В пространстве изображений уравнение (15) при-
мет вид

 s*(p)=∝*(p)+y*(x,p) . (16)

Здесь ∝*(p) – местное смятие рельса и колеса в 
пространстве изображений.

Выражение (14) принимает вид 

 P*(p)=–m1p
2(∝*+y*)+m1pv0+m1g . (17)
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Зависимость между местным смятием ∝ и силой взаимодействия P(t) в общем случае выражается фор-
мулой:

 ∝*=kP*q , (18)

где параметр q имеет вид рациональной дроби. Значение q=2/3 соответствует начальному касанию в точке, а 

1
1

2 1
q

n
= −

+
 – плотному начальному контакту.

С учетом зависимости для местного смятия и представления вертикальной скорости контактирующих тел 
в пространстве изображений, получим 

 P*(p)(1+m1p
2u)=–m1p

2kP*q(p)+m1pV* . (19)

Для решения инженерной задачи и получения приближенного решения функционального уравнения пред-
лагается применить алгоритм последовательных приближений, а уравнение (19) записать в виде

 P*q [km1p
2+(1+m1p

2u)P*1–q]=m1pV* . (20)

Из (20) можно найти зависимость для силы взаимодействия в пространстве изображений

 

( )

1
1*

*
1

*1
2

1 2
1

1

1 1

q
q

q q

V
P p

k
P

m p u
km p

−

−

 
=  
   

+ + 
 

 . (21)

Предлагаемый алгоритм позволяет решить характеристическое уравнение третьего порядка, определяю-
щего P*(p) и удовлетворяющего начальным и граничным условиям задачи.

Если динамический контакт колеса и рельса происходит в точке с координатой a=l/2, то имеем 
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Силу взаимодействия в этом случае можно представить в виде
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Задаваясь различными значениями q, соответствующими различным условиям контакта и наличия дефек-
тов в области взаимодействия, получим выражения для силы взаимодействия. Коэффициент k представляет 
собой параметр, объединяющий различные упругие постоянные:
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и µi – упругие постоянные Ляме для первого и вто-
рого тела соответственно.

На рис. 2 представлен пример расчета нормаль-
ного перемещения рельса для следующих условий: 
E=2,1·105 МПа, ϑ=0,3, q=2/3, A=1, n=1, приве-
денная масса колесной пары m, начальная скорость 
v0 контакта, который происходит в середине рельса 
длиной l=20 м. Скорость продольной волны u*=5-
000  м/с. Время первого контакта равно 1,8·10–4  с. 
В промежутке времени t∈[4,06·10–5; 8,04·10–5)]  

ускорение рельса ( ) ( )
*

3

P t
a t u

m
= ≥ . При t∈[4,06·10–5; 

9,81·10–5]  u�0(t)=u*.
Несложно определить оптимальное управление 

на интервале времени t∈[0; 4,06·10–5], поскольку 
из фактически линейной зависимости ускорения 
балки от времени на этом интервале можно пред-
ставить u�

0(t)=u*σ0(t–t0), где t0 определяется пере-
бором нескольких дискретных значений в окрестности 
середины интервала на основе минимизации модуля 
смещения рельса относительно основания, а σ0(t) 
– единичная функция Хэвисайда.

Для рассматриваемого случая можно записать:

 u�
0(t)=u*σ0(t–t0), 

 при t0=0,192·10–4 и t∈[0; 9,81·10–5] . (25)

При этом максимальное отрицательное смеще-
ние рельса относительно основания будет равно 
2,7478·10–3 м, а максимальное положительное смеще-
ние составляет 3,077·10–3 м, в то время как для случая 

мгновенного удара будем иметь ( )
2
0

1 0
*

0,01 м
2

v
I u

u
= =� � . 

График смещения рельса относительно основания по 
времени приведен на рис. 2.

Заключение
1. Предлагается способ выявления дефектов скре-

плений по эффекту «притормаживания» с локализа-
цией упругой волны от подвижного состава, движу-
щегося по упругому основанию – железнодорожному 
пути.

 2. Применение теории динамического контакта С.П. 
Тимошенко при решении задачи о динамическом пове-
дении контактирующих колеса и рельса позволило уточ-
нить традиционные решения по максимальному смеще-
нию рельса относительно основания при аппроксимации 
вязкоупругого элемента в зоне контакта рельса и шпалы 
абсолютно жесткой связью. 

Рис. 2. Смещение рельса относительно основания при оптимальном управлении u�0 (t) 

на протяжении первого контакта с колесом
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