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В области железнодорожного транспорта множе-
ство конструкций, элементы которых, в расчет-
ных схемах при проектировании, можно пред-

ставить стержнями (с точки зрения строительной 
механики), а сами конструкции – рамами, фермами, 
балками. Это, например, рычажная передача колодоч-
ного тормоза, ось колесной пары и т.д.

Самым широко применяемым методом расчета 
плоских стержневых конструкций является метод 
конечных элементов (МКЭ), из-за его универсаль-
ности и алгоритмичности.

МКЭ позволяет нахождение узловых глобальных, 
затем узловых локальных перемещений и нагрузок 
и построение эпюр продольных, поперечных усилий 

и моментов между узлами стержней. Нахождение 
межузловых усилий не составляет затруднений и 
широко описано в литературных источниках. 

Следующей задачей является нахождение межуз-
ловых (внутренних) перемещений.

Авторами многочисленных публикаций для нахож-
дения межузловых перемещений предлагается приме-
нять в качестве аппроксимирующих функций формы 
полиномы Эрмита (функции формы) [2;3], метод 
начальных параметров (МНП) или универсальное 
уравнение прогибов (УУП) [1;8–10].

Следует заметить, что полиномы Эрмита получены 
для конечных элементов (стержней, балок), на кото-
рые внутри не действуют никакие нагрузки (распре-
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деленные), а МКЭ не определяет углы поворота начал и концов стержней для шарнирно-подсоединенных 
стержней. 

Применение метода начальных параметров или универсального уравнения прогибов предполагает нали-
чие начальных параметров, в которые включены и углы поворота концов стержней с шарнирами, которые 
не определяются в МКЭ.

Исходя из этого, предлагается использование для нахождения межузловых перемещений полиномы 
Эрмита, а эти перемещения дополнять межузловыми перемещениями балочного элемента с распределен-
ными нагрузками.

В данной работе приведен вывод выражений для расчета внутренних поперечных перемещений балочного 
элемента с распределенными нагрузками и любым сочетанием наличия шарниров на концах путем двойного 
интегрирования уравнения изгибающего момента в сечении между концами балки и использования началь-
ных значений изгибающего момента, угла поворота и поперечного смещения сечения.

Для начала, примем положительные направления для перемещений и усилий: продольных по оси x – слева 
направо (x,N); поперечных по оси y – снизу вверх (y,Q); для угла поворота и изгибающего момента (ϕ,M);  
– против часовой стрелки.

Прежде чем начинать вывод уравнения изогнутой оси балки, вычислим начальные значения указанных 
величин.

Согласно теореме Кастилиано [5] частная производная от потенциальной энергии системы по силе равна 
перемещению точки приложения силы в направлении действия этой силы:

 
U

P

∂
δ =

∂
 , (1)

где P – обобщенная сила; δ – линейное перемещение в направлении силы P.
В случае поперечной распределенной нагрузки q потенциальной энергии соответствует площадь эпюры 

прогибов балки в направлении действия q [5;6].
Реакции по концам балки от распределенной поперечной нагрузки для балок с различным сочетанием 

шарниров на концах определим следующим образом.
Балка без шарниров (тип 1, рис. 1).
Для этой балки функции формы (полиномы Эрмита): 
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Каждая из функций формы Ni
1 (z) описывает распределение перемещений y(z) в балочном КЭ, когда соот-

ветствующее этой функции формы – i-е обобщенное узловое перемещение – равно единице, а остальные 
– равны нулю.

Тогда реакция по оси y (1-е направление, R1
1) определится как:
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R q N z dz q dz

L L
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Рис. 1. Балка без шарниров. R1
1, R2

1, R3
1, R4

1 – реакции по направлениям 1–4. 

1–2 направления: y и ϕ в начале стержня, 3–4 направления: y и ϕ в конце стержня
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Знак – перед интегралом, чтобы определить не нагрузку, а реакцию.
Таким же образом определим следующие реакции по рис. 1.
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Балка с шарниром в начале (тип 2, рис. 2).
Для этой балки функции формы: 
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Реакции:
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Балка с шарниром в конце (тип 3, рис. 3).

Рис. 2. Балка с шарниром в начале. R1
2, R2

2, R3
2, R4

2 – реакции по направлениям согласно рис. 1

Рис. 3. Балка с шарниром в конце. R1
3, R2

3, R3
3, R4

3 – реакции по направлениям согласно рис. 1
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Для этой балки функции:
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Реакции:
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Балка с шарнирами в начале и в конце (тип 4, рис. 4).
Для этой балки функции:
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Определим выражение вертикальных прогибов от распределенной нагрузки на примере балки без шар-
ниров.

Запишем уравнение суммы поперечных усилий относительно сечения z (см. рис. 5).

 ( ) ( )1 10; 0;  Q Q z R z q z Q z R q z= = ⋅ + ⋅ = = + ⋅∑  . (22)

Запишем уравнение суммы моментов относительно сечения z (рис. 5).

 ( ) ( )
2 2

2 1 2 10; 0;  
2 2
z z

M M z R R z q M z R R z q= + − ⋅ − ⋅ = = − + ⋅ + ⋅∑  . (23)

Рис. 4. Балка с шарнирами в начале и в конце. R1
4, R2

4, R3
4, R4

4 – реакции по направлениям согласно рис. 1
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Уравнение для углов поворота сечения:

 ( )
2 2 3

2 1 н 2 1
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z z z
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E I E I
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∫  , (24)

где E – модуль упругости материала; I – осевой момент инерции сечения относительно оси x.
Уравнение прогибов сечения:

 ( )
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н 2 1 н н 2 1
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∫  . (25)

Величины yн и ϕн – значения прогиба и угла поворота начального узла 1.
Выражения (23;24) представляют собой аналог универсальных уравнений [5]. Реакции R определены ранее 

и приведены в (3–6;8–11;13–16;18–21).
Осталось определить для различных сочетаний наличия шарниров величины yн и ϕн. 
Примем i – номер типа балки: i=1 – балка без шарниров; i=2 – балка с шарниром в начале; i=3 – 

балка с шарниром в конце; i=4 – балка с шарнирами в начале и конце. Тогда вектор поперечных начальных 
и конечных смещений для различных типов балки:

 yн=[0 0 0 0]T; yк=[0 0 0 0]T . (26)

Начальные и конечные углы поворота для защемленных концов балки (первый индекс – тип балки; вто-
рой – начало или конец балки): 

 ϕ1,н=ϕ1,к=ϕ2,к=ϕ3,н=0. (27)

Определим угол поворота в начале балки типа 2 (i=2). Запишем выражение для угла поворота сечения 
при z=L:
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Угол поворота в конце балки типа 3 (i=3). Запишем выражение для поперечного смещения сечения при 
z=L:

 ( )
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q L q L L L q L
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 . (29)

Угол поворота в начале балки типа 4 (i=4). Запишем выражение для поперечного смещения сечения при 
z=L:

 ( )
2 3 4
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2 2 6 24
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⋅ 
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 . (30)

Угол поворота в конце балки:

Рис. 5. Левая отсеченная часть балки
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В результате получим:
Уравнение для поперечных усилий в сечении:

 Q(z)=Qн+q·z. (32)

Уравнение для изгибающих моментов в сечении:

 ( )
2

н н 2
z

M z M Q z q= − + ⋅ + ⋅  . (33)

Уравнение для углов поворота сечения:

 ( )
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н н н

1
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z z

z M z Q q
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 
ϕ = ϕ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅  
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Уравнение прогибов сечения:

 ( )
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н н н н
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2 6 24
z z z

y z y z M Q q
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 
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где

 yн=[0 0 0 0]T; (36)
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 . (39)

Построим графики зависимостей (32–35) при следующих параметрах: E=2·108 кПа; I=7,08·10–6 м4; 

L=3 м; N=25 – число разбиений длины балки; i=1…N – номер разбиения; 
1i

L
z i

N
= ⋅

−
.

Рис. 6. Графики зависимостей Q(z), M(z), ϕ(z), y(z) от местоположения сечения z балки. 1, 2, 3, 4 – тип балки
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Выводы
Приведены выражения для реакций на концах балочных элементов с различным сочетанием шарниров 

на концах от поперечной распределенной нагрузки путем интегрирования аппроксимирующих полиномов 
вдоль длины балки.

Получены универсальные выражения для построения эпюр поперечных нагрузок, изгибающего момента, 
угла поворота сечения и поперечного прогиба для балочных элементов по п.1.

Приведенные выражения позволят, в дополнении аппроксимирующими полиномами, более корректно 
строить поля перемещений внутри стержней с шарнирами для плоских рам.

Приведенные выражения использованы для построения поля перемещений внутри стержней в программе 
«MKE_V11.html», программная оболочка которой и описание приведены в [7;8].           
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